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МОДЕЛЬ СТАЦИОНАРНОЙ МИГРАЦИИ СВОБОДНЫХ И ПРЫГАЮЩИХ МЕЖДУ 
АКЦЕПТОРАМИ ДЫРОК В КРИСТАЛЛИЧЕСКОМ ПОЛУПРОВОДНИКЕ
Аннотация. В диффузионно-дрейфовом приближении построена феноменологическая теория сосуществующих 
миграции дырок v-зоны и миграции дырок посредством прыжков с водородоподобных акцепторов в зарядовом со-
стоянии (0) на акцепторы в зарядовом состоянии (−1). Рассматривается кристаллический полупроводник p-типа при 
постоянной температуре, к которому приложено внешнее стационарное электрическое поле. В линейном прибли-
жении впервые получены аналитические выражения для длины экранирования статического электрического поля 
и длины диффузии дырок v-зоны и дырок, квазилокализованных на акцепторах. Представленные соотношения как 
частные случаи содержат известные выражения. Показано, что прыжковая миграция дырок по акцепторам приводит 
к уменьшению и длины экранирования, и длины диффузии.
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MODEL OF STATIONARY MIGRATION OF FREE AND HOPPING VIA  
ACCEPTORS HOLES IN A CRYSTALLINE SEMICONDUCTOR
Abstract. In the diffusion-drift approximation, we have constructed a phenomenological theory of the coexisting 
migration of v-band holes and holes by means of hopping from hydrogen-like acceptors in the charge state (0) to acceptors 
in the charge state (−1). A p-type crystalline semiconductor is considered at a constant temperature, to which an external 
stationary electric field is applied. In the linear approximation, analytical expressions for the screening length of the static 
electric field and the length of the diffusion of v-band holes and the holes quasilocalized on acceptors are obtained for the first 
time. The presented relations, as special cases, contain well-known expressions. It is shown that the hopping migration of 
holes via acceptors leads to a decrease in the screening length and in the diffusion length.
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Введение. Полупроводники с дырочным механизмом электрической проводимости на-
ряду с микроэлектроникой находят применение в биомедицине и термометрии. Так, леги-
рованные атомами бора алмазы p-типа используются в качестве внедряемых в мозговую 
ткань человека электродов для детектирования активности нейронов [1]. Алмазы с дырочной 
электропроводностью применяются также в электрохимии при решении проблем очистки 
воды [2]. Трансмутационно легированные атомами галлия кристаллы германия p-типа ис-
пользуются в качестве прецизионных терморезисторов в области температуры жидкого ге-
лия [3]. При этом для оптимального сопряжения полупроводниковых материалов с электри-
ческой цепью важна температура, при которой проявляется прыжковая электропроводность 
(см., напр., [4]).
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При исследовании температурной зависимости электропроводности ковалентных полупро-
водниковых кристаллов p-типа на постоянном токе в работе [5] введена температура Tj, при ко-
торой в отсутствие внешнего фотовозбуждения удельная электропроводность sp, обусловленная 
дырками в валентной зоне (v-зоне), приблизительно равна удельной прыжковой электропровод-
ности sh за счет миграции дырок напрямую между акцепторами. 
Конкретно в работах [5, 6], исходя из теоремы вириала (см., напр., [7]), установлено, что для 
кристаллического полупроводника p-типа с водородоподобными примесями
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где kB – постоянная Больцмана, e – элементарный заряд, ε = εrε0 – низкочастотная абсолютная 
диэлектрическая проницаемость кристаллической матрицы (εr = 5,7 для алмаза, εr = 15,4 для гер-
мания), ε0 – электрическая постоянная, N = N0 + N−1 – концентрация акцепторов в зарядовых со-
стояниях (0) и (−1) в единицах элементарного заряда, KN – концентрация доноров, полностью 
находящихся в зарядовом состоянии (+1). Степень компенсации 0 < K < 1 определяется как отно-
шение концентрации неосновных (компенсирующих) примесей к концентрации основных (леги-
рующих) примесей. При температуре T > Tj прыжковый механизм переноса дырок не реализует-
ся. Но при низких температурах, когда температура T < Tj, концентрация дырок в v-зоне прене-
брежимо мала, электрическая проводимость определяется только прыжками дырок по 
акцепторам. Типичные значения температуры Tj для кристаллических ковалентных полупровод-
ников варьируются в широком диапазоне. Так, для умеренно (0,1 < K < 0,5) компенсированного 
атомами азота (как водородоподобными донорами) алмаза p-типа, легированного атомами бора 
(как водородоподобными акцепторами) Tj ≈ 300 К при K ≈ 0,25 и N ≈ 1·10
19 см−3 [6, 8]; концентра-
ция бора, соответствующая низкотемпературному переходу алмаза из изоляторного состояния 
в металлическое (переходу Мотта), NМ ≈ 4·10
20 см−3 [9]. Для сравнения в кристаллах p-Ge:Ga при 
степени компенсации K ≈ 0,35 атомов галлия (как акцепторов) атомами мышьяка (как донорами) 
температура Tj ≈ 6 К при концентрации атомов галлия N ≈ 10
15 см−3 [5]; концентрация галлия, 
соответствующая переходу Мотта, NМ ≈ 1,85·10
17 см−3 [10].
Цель работы – расчет длины экранирования внешнего стационарного электрического поля 
и длины диффузии как дырок v-зоны, так и дырок, прыгающих по неподвижным водородоподоб-
ным акцепторам, в ковалентных кристаллических полупроводниках p-типа в условиях сосуще-
ствования зонной и прыжковой электропроводностей, т. е. при температуре T ≈ Tj.
Постановка задачи. Рассмотрим однородный полупроводник p-типа с водородоподоб-
ными атомами примесей в состоянии термодинамического равновесия, когда выполняет-
ся условие электрической нейтральности p + KN = N−1, где p – концентрация дырок v-зоны 
(каждая с зарядом e > 0), KN – концентрация компенсирующих акцепторы положительно 
заряженных доноров, N−1 – концентрации отрицательно заряженных акцепторов. В соответ-
ствии с рисунком полагаем, что обмен дырками между акцепторами в зарядовых состояни-
ях (0) и (−1) осуществляется как через v-зону (переход дырки от электрически нейтрально-
го акцептора в v-зону с последующим переходом на акцептор в зарядовом состоянии (−1)), 
так и посредством термически активированного туннелирования дырки между акцепторами 
(прыжковый переход (0) → (−1)). В результате этих переходов дырок зарядовые состояния (0) 
и (−1) неподвижных акцепторов мигрируют по кристаллу. Согласно [11–13], в термодинами-
ческом равновесии концентрация прыгающих по водородоподобным акцепторам дырок есть 
Nh = N0N−1/(N0 + N−1).
Уточним используемые термины. При дрейфе и диффузии дырок валентной зоны (т. е. дело-
кализованных электронных вакансий в ковалентных химических связях атомов кристалла) ми-
грирует положительный заряд. При переходе дырок, квазилокализованных на акцепторах в за-
рядовом состоянии (0), на акцепторы в зарядовом состоянии (−1) в кристаллической матрице как 
бы мигрирует отрицательный заряд ионов.



















Энергия электрона En и энергия дырки Ep в зависимости от координаты x на одноэлектронной зонной диаграмме 
кристаллического полупроводника p-типа; Ev = 0 – потолок валентной зоны нелегированного кристалла: «gen» – 
тепловой выброс дырки из акцептора в зарядовом состоянии (0) в v-зону; «rec» – захват дырки v-зоны на акцептор 
в зарядовом состоянии (−1), показана миграция дырки v-зоны (зонная электропроводность); «hole hop» – термически 
активированный прыжок дырки между акцепторами (0) → (−1) (прыжковая электропроводность); Ia > 0 – энергия 
термической ионизации одиночного (уединенного) акцептора; EF
(v) < 0 – уровень Ферми, отсчитанный от потолка 
v-зоны (Ev = 0); Em
(v) < 0 – порог подвижности для дырок v-зоны (относительно Ev = 0); δEv = −Em
(v) > 0 – сдвиг потолка 
v-зоны в глубь запрещенной зоны полупроводника из-за наличия примесей; Wa и Wp – среднеквадратичные 
флуктуации уровней энергии акцепторов и потенциальной энергии дырок v-зоны
The electron energy En and the hole energy Ep as a function of the x coordinate in the p-type crystalline semiconductor 
single-electron band diagram; Ev = 0 is the top of the valence band of an undoped crystal: “gen” is a thermal emission of 
the hole from the acceptor in the charge state (0) into the v-band; “rec” is a capture of the v-band hole on the acceptor in the 
charge state (−1), the migration of the v-band hole (band-like electrical conductivity) is shown; “hole hop” is a thermally  
activated hole hop between acceptors (0) → (−1) (hopping conductivity); Ia > 0 is the energy of the thermal ionization of 
a single acceptor; EF
(v) < 0 is the Fermi level counted from the top of the v-band (Ev = 0); Em
(v) < 0 is the mobility edge  
for the v-band holes (relative to Ev = 0); δEv = −Em
(v) > 0 is the shift of the top of the v-band into the semiconductor band  
gap due to the presence of impurities; Wa and Wp are the mean-square fluctuations of the energy levels of acceptors  
and the potential energy of the v-band holes
Система нелинейных дифференциальных уравнений. Рассмотрим миграцию дырок в по-
лупроводниковом образце p-типа при приложении к нему стационарного электрического поля на-
пряженностью E. Выберем декартову систему координат (x, y, z), в которой вектор напряженности 
внешнего электрического поля направлен вдоль оси х. Считаем, что длина образца вдоль оси х 
много больше и средней длины свободного пробега дырки v-зоны, и средней длины прыжка дыр-
ки между акцепторами. Пренебрегаем краевыми эффектами и считаем, что все рассматриваемые 
величины не зависят от пространственных координат y и z (однородный случай). В диффузион-
но-дрейфовом приближении зонный [14, 15] и прыжковый [13, 16] перенос дырок, а также их те-
пловой выброс в v-зону с акцепторов в зарядовом состоянии (0) и захват из v-зоны на ионизирован-
ные акцепторы описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений:
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где p(x) = p + δp(x) – концентрация дырок в v-зоне; p – концентрация дырок v-зоны в равновесии 
(в отсутствие внешнего электрического поля и токов); δp(x) – изменение концентрации дырок 
v-зоны при отклонении системы от равновесия; Nh(x) = N0(x)N−1(x)/N – концентрация прыгаю-
щих между акцепторами дырок; N−1(x) = N−1 + δN−1(x), N0(x) = N0 + δN0(x) – неравновесные кон-
центрации акцепторов в зарядовых состояниях (−1), (0); N0 и N−1 – концентрации акцепторов 
в зарядовых состояниях (0) и (−1) в равновесии; δN0(x) и δN−1(x) = −δN0(x) – изменения концен-
траций акцепторов в зарядовых состояниях (0) и (−1) в неравновесных условиях; dN0(x)/dx = 
= −dN−1(x)/dx; E(x) – напряженность внешнего электрического поля в кристалле; x – координата, 
вдоль оси которой направлен вектор напряженности внешнего электрического поля; Jp(x) – 
плотность тока дырок v-зоны с дрейфовой подвижностью μp и коэффициентом диффузии Dp; 
Jh(x) – плотность прыжкового тока дырок по акцепторам с дрейфовой подвижностью Mh и коэф-
фициентом диффузии Dh; α – коэффициент захвата дырки v-зоны на акцептор в зарядовом со-
стоянии (−1); β = αpN−1/N0 – коэффициент выброса дырки с электрически нейтрального акцепто-
ра в v-зону под действием тепловых колебаний атомов и равновесного электромагнитного 
излучения.
В работах [12, 13, 16] показано, что отношения коэффициентов диффузии дырок v-зоны 
Dp и дырок, прыгающих по акцепторам, Dh к их дрейфовым подвижностям суть соотношения 
Нернста  –  Таунсенда  –  Эйнштейна  –  Смолуховского: 
 Dp/μp = ξpkBT/e;   Dh/Mh = ξhkBT/e,  (3)
где kBT – тепловая энергия. Безразмерные параметры ξp ≥ 1 и ξh ≥ 1 характеризуют влияние 
флуктуаций электростатического потенциала в кристалле на состояния дырок [6]. (Здесь отме-
тим, что ξp = ξh = 1 при (Wp + Wa) << kBT, т. е. когда сумма среднеквадратичных флуктуаций уров-
ней энергии акцепторов Wa и потенциальной энергии дырок v-зоны Wp много меньше тепловой 
энергии; см. рисунок.)
Отклонение системы от состояния термодинамического равновесия определяется величина-
ми δN−1(x) << N−1, δN0(x) << N0, δp(x) << p; E(x), Jp(x) и Jh(x).
Решение линеаризованной системы уравнений. Линеаризуем систему (2) вблизи равновес-
ного состояния. При этом все члены выше первого порядка, например δp(x) δN−1(x), δN0(x)E(x), 
δN−1(x)E(x), δp(x)E(x), отбрасываются. В итоге получаем:
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где σp = epµp – удельная электрическая проводимость дырок v-зоны; σh = eNhMh = eN0N−1Mh/N – 
удельная электрическая проводимость мигрирующих по акцепторам дырок; δN−1(x) = −δN0(x), 
так как N0(x) + N−1(x) = N = const.
В первых двух уравнениях системы (4) перенесем градиенты концентраций в левую часть 
и выразим отношения коэффициентов диффузии к подвижностям через соотношения (3). Полу-
чаем систему уравнений в виде
96  Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Рhysics and Mathematics series, 2020, vol. 56, no. 1, рр. 92–101




J xp x e pE x









N x e J xN E x
x k T eD
−δ = − +
ξ  
1
d ( ) [ ( ) ( )],
d
E x e p x N x
x −









J x Ne N p x e p N x
x N
−









J x Ne N p x e p N x
x N
−
− −= α δ + α δ
 
(5)
В линеаризованной системе уравнений (5) сделаем замену переменных:
 y1 = ξp δp(x)/p,  y2 = ξh δN−1(x)/Nh ,  y3 = eE(x)/kBT,  y4 = ξpJp(x)/eDpp,  y5 = ξh Jh(x)/eDhNh. (6)
В обозначениях (6) система (5) из пяти уравнений принимает вид
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2p/ξpεkBT,   a32 = −e
2Nh/ξhεkBT,   a41 = −αN−1/Dp, 
 a42 = −ξpαN−1/ξhDp,   a51 = ξhαpN−1/ξpDhNh ,   a52 = αpN−1/DhNh. (9)
Согласно [17], решение системы (8) определяется решением характеристического уравнения 
на собственные значения det[A − λ1] = 0, которое для матрицы A из (9) имеет вид
 λ5 – bλ3 + (d/4)λ = 0, (10)
где b = a31 − a32 − a41 + a52,  d = 4[a32(a41 − a51) − a42(a31 − a51) + a52(a31 − a41)].
Уравнение (10) имеет следующие корни (собственные значения):
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Рассмотрим порознь два случая: 1) все собственные значения матрицы A различны; 2) среди 
собственных значений матрицы A имеются кратные (т. е. равные между собой).
1) Найдем решение линеаризованной системы уравнений (7), когда нет кратных собственных 
значений, т. е. все собственные значения попарно различны. Это эквивалентно выполнению ус-
ловий: b2 ≠ d, b ≠ 0 и d ≠ 0. Тогда общее решение системы (7) имеет вид [17]
 y = C1e1 + C2e2exp(−λ3x) + C3e3exp(λ3x) + C4e4exp(−λ5x) + C5e5exp(λ5x), (12)
где λ3 = {[b + (b
2 − d )1/2]/2}1/2 > 0, λ5 = {[b − (b
2 − d )1/2]/2}1/2 > 0 определены по (11), ei – собственный 
вектор (для собственного значения λi);
2 3 2 3
2 2
3 1 3 3 1 3
2 21 2 332 3 3 32 3 3
2 2
42 3 3 42 3 3
2 2
52 3 51 2 52 1 52 3 51 2 52 1
0
( ) ( )0





a B a B
a B a B
a a B a B a a B a B
   − l l          − l − l l − l      = = =l − l −          l − l −          l + − l + −   
e e e
 
2 5 2 5
2 2
5 1 5 5 1 5
2 24 532 5 3 32 5 3
2 2
42 5 3 42 5 3
2 2
52 5 51 2 52 1 52 5 51 2 52 1
( ) ( )
,     .
B B
B B
a B a B
a B a B
a a B a B a a B a B
   − l l
   
   − l − l l − l
   
= =l − l −   
   
l − l −   





B1 = a31 − a41,   B2 = a32 − a42,   B3 = a31a42 − a32a41,   B4 = a32 − a52.
Граничные условия определяют коэффициенты C1,…,C5 общего решения (12) системы диф-
ференциальных уравнений (7). Например, пусть на границах полупроводникового образца по 
оси x расположены два плоских металлических электрода (контакта). Электроды могут служить 
как обкладками заряженного плоского электрического конденсатора, между которыми размещен 
образец без возбуждения в нем тока, так и омическими контактами к образцу для возбуждения 
в нем стационарного электрического тока.
Следуя работе [18], выразим собственные значения λi по (11) через длину экранирования Λs 
электрического поля и длину диффузии Λd дырок (как свободных, так и прыгающих от акцепто-
ра к акцептору) в виде










1/2}1/2,   i = 2, ..., 5, (14)
где введены обозначения: Ys = ( p + Nh)/( hNp
~~ + ); Yd = ( p~ Dp + hN
~
Dh)/(pDp + NhDh); p~  = p/ξp; 
hN
~
 = Nh/ξh; Ys ≥ 1; 0 < Yd ≤ 1; YsYd > 0; ξp ≥ 1, ξh ≥ 1. Отметим, что при ξp = ξh = ξ произведение 
YsYd = 1, и тогда собственные значения −λ2 = λ3 = Λs
−1, −λ4 = λ5 = Λd
−1, что согласуется с результата-
ми работы [11].
Сравнивая (11) и (14), устанавливаем, что
 b = Λs
−2 + Λ d
−2;    d = 4Λs
−2Λ d
−2YsYd. (15)
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Длина экранирования Λs и длина диффузии Λd определяются по (15) с учетом (9) и (11) так:
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Здесь отметим, что формула (16) была получена в работе [12], исходя только из уравнения 
Пуассона [см. третье уравнение в системе уравнений (2)]. Там же отмечено, что коэффициент 
ξp = eDp/µpkBT ≥ 1 показывает, насколько отношение коэффициента диффузии к дрейфовой под-
вижности для свободных дырок превышает классическое значение kBT/e. Физический смысл ве-
личины ξh = eDh/MhkBT ≥ 1 при реализации только прыжковой электропроводности (для тем-
пературы T < Tj) впервые определен в работе [13]. Величину ( p/ξp) + (Nh/ξh) = hNp
~~ +  в рамках 
теории Дебая – Хюккеля [19] можно трактовать как полную концентрацию подвижных дырок, 
участвующих в экранировании внешнего электростатического поля.
Сосуществование в полупроводнике токов Jp и Jh приводит к общему коэффициенту бипо-
лярной диффузии свободных дырок по состояниям v-зоны и прыгающих по акцепторам дырок 
(ср. с биполярной диффузией электронно-дырочных пар, генерируемых светом на поверхности, 












Исходя из (17) и (18), определяем среднее время биполярной диффузионной рекомбинации 










D N p N−
Λ
τ = =
α +  
(19)
где p + KN = N−1; Nh = N0N−1/N; N = N0 + N−1.
Из формулы (19) при p << Nh следует известное выражение для времени жизни дырки v-зо-
ны по отношению к захвату ее на отрицательно заряженный акцептор: τd → 1/αN−1 (см., напр., 
[22, 23]). При p >> Nh из (19) следует: τd → Nh/αpN−1. Для Nh ≈ N0 (при N–1 ≈ N и N0 << N−1) имеем 
τd → 1/β, что можно трактовать как время жизни акцептора в зарядовом состоянии (0) по отно-
шению к выбросу с него дырки в v-зону [24]. При максимально возможном значении концентра-
ции прыгающих дырок Nh = N/4 (когда N–1 = N0 = N/2) время жизни τd → 1/2αp. Отметим, что из 
формулы (17) видно, что прыжки дырок по акцепторам уменьшают длину диффузии дырок Λd.
Среднее время биполярной дрейфовой релаксации есть τs = Λs
2/Dj, где Λs и Dj определяются 
по (16) и (18) соответственно. Отношение τd/τs определяет реакцию полупроводника p-типа на 
внешнее постоянное электрическое поле [25]: релаксационного (при τs > τd) или рекомбинацион-
ного (при τd > τs) типа.
2) Найдем решение линеаризованной системы уравнений (7), когда есть кратные собствен-
ные значения, т. е. когда некоторые (или все) собственные значения равны между собой.
Из (11) при b2 = d ≠ 0 следует, что имеются один однократный корень λ1 = 0 и два корня крат-
ности два: λ2 = λ4 = –   2;b /  λ3 = λ5 = 2.b /
Собственный вектор e1 для λ1 = 0 есть решение системы (A − λ11)e1 = Ae1 = 0 (для компакт-




T = (0, 0, 1, 1, 1).
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Собственный вектор e2 для λ2 = − 2b /  определяется системой уравнений (A − λ21)e2 = 0 
и имеет вид 
e2
T = (−B2λ2, −λ2(λ2
2 − B1), −(a32λ2
2 − B3), −(a42λ2
2 − B3), λ2
4 − a52λ2
2 + B3).
Присоединенный вектор e4 для λ2 находим из системы (A − λ21)e4 = e2:
e4
T = (0, −2λ2
2, −(a32λ2
2 + B3)/λ2, −(a42λ2
2 + B3)/λ2, −(λ2
4 + a52λ2
2 + B3)/λ2).
Решая систему уравнений (A − λ31)e3 = 0 для собственного значения λ3 = 2,b /  находим его 
собственный вектор:
e3
T = (B2λ3, λ3(λ3
2 − B1), a32λ3
2 − B3, a42λ3
2 − B3, −λ3
4 + a52λ3
2 − B3).
Аналогично из системы (A − λ31)e5 = e3 вычисляем один из присоединенных векторов для 
собственного значения λ3:
e5
T = (0, 2λ3
2, (a32λ3
2 + B3)/λ3, (a42λ3
2 + B3)/λ3, (λ3
4 + a52λ3
2 + B3)/λ3).
Итак, при b2 = d ≠ 0 общее решение системы (8) имеет вид
y = C1e1 + (C2e2 + C4xe4) exp(−λ3x) + (C3e3 + C5xe5) exp(λ3x).
Отметим, что выполнение условия b2 = d ≠ 0 дает, согласно (15), связь между длиной экрани-




−2YsYd. Откуда находим соотношение:
(Λs/Λd)
2 = (Λd/Λs)
2 = 2YsYd − 1 ± 2
2 2 ,s d s dY Y Y Y−
где YsYd = ( ) [ ( )];j p h h p h hD pD N D D D p N+ +  /  имеют место равенства Λs = Λd; τs = τd; YsYd = 1.
Наконец заметим, что кратные корни (собственные значения) λ математически возможны 
еще в двух случаях (b2 ≠ 0, d = 0 и b2 = d = 0). Но поскольку длины экранирования Λs и диффузии 
Λd по физическому смыслу задачи не могут быть бесконечно большими, то из (15) следует, что 
b ≠ 0 и d ≠ 0.
Заключение. Рассмотрена стационарная диффузионно-дрейфовая модель зонной миграции 
свободных дырок (дырок v-зоны) и прыжковой миграции зарядовых состояний водородопо-
добных акцепторов (посредством перехода дырки от акцептора в зарядовом состоянии (0) на 
акцептор в зарядовом состоянии (−1)) в полупроводнике p-типа. Записана система дифферен-
циальных уравнений для тока дырок v-зоны и тока прыжковой миграции дырок по акцепто-
рам, уравнения Пуассона и уравнений непрерывности для этих токов. В линейном прибли-
жении впервые получены явные решения этой системы и найдены аналитические выражения 
для длины экранирования электростатического поля и длины диффузии дырок при сосуще-
ствовании зонной (по состояниям v-зоны) и прыжковой их миграции при постоянной темпе-
ратуре в отсутствие внешнего фотовозбуждения полупроводникового кристалла. Получены 
формулы для стационарного времени жизни дырки v-зоны относительно ее захвата на акцеп-
тор в зарядовом состоянии (−1) и времени жизни электрически нейтрального акцептора от-
носительно выброса с него дырки в v-зону. В предельных случаях эти формулы переходят 
в известные.
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